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Einleitung

In der Algebra ist es iiblich, einer Struktur eine ” Gréfle” zuzuordnen, die bis zu
einem gewissen Grad die Struktur kennzeichnet. Fiir Vektorrdume ist so eine
Grofle die Dimension. In diesem Fall ist die Struktur durch die Kardinalitéit
der Dimension schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, wenn der Kérper
derselbe ist. Fiir endlich erzeugte Gruppen ist das Wachstum eine solche Grofle,
allerdings ist der Einflul des Wachstums auf die Struktur der Gruppe bei wei-
tem nicht so stark. Genauer: In d er von g1,...,g94 € G erzeugten Gruppe G
ist die Anzahl w, der Elemente, die sich als Produkt von hichstens n Faktoren
gi' ausdriicken lassen eine monoton wachsende Folge. Schon jetzt kann man
sehen, daf} die Gruppe genau dann en dlich ist, wenn diese Folge konstant wird.
Da diese Definition offensichtlich von dem gew&dhlten Erzeugersystem abhéingt,
ist es sinnvoll auf der Menge der monoton wachsenden Folgen eine Aquivalenz-
relation zu erkliren, so daB die Aquivalenzklasse der Folge w, unabhingig vom
Erzeugersystem wird. Indem man fiir zwei solche Folgen w und w’ die Relation
w X w' definiert durch: es gibt Konstanten C, K > 0 mit w, < Cw, fiir alle
n € IN, und dann w und w' als dquivalent (w ~ w') betrachtet, wenn w < w'
und w' < w gelten, hat man das gewiinschte Ergebnis. Die Aquivalenzklasse
der Folge w,, ist dann das Wachstum der Gruppe.

Betrachtet man das Wachstum beziiglich eines symmetrischen (d.h. abge-
schlossen unter Inversenbildung) Erzeugersystems der Kardinalitat d, dann ist
sofort klar, dafl w, < d" gilt. Eine grobe Unterteilung der Wachstiimer von
Gruppen in drei Typen is t dann die folgende: Die Folge w wichst polynomial,
wenn es ein d > 0 gibt, mit w ~ nd. Gilt w ~ a” fiir ein @ > 1, dann hat w
exponentielles Wachstum und wenn weder ¢” < w noch w < n? fiir alle d > 0,
dann wichst w intermedidr. Wenn im folgenden von Gruppen die Rede ist, wird
vorausgesetzt, daf sie endlich erzeugt sind.

Durch die Arbeiten von Milnor und Wolf [27, 28, 45], in denen gezeigt wurde,
dafl fast nilpotente Gruppen, polynomiales Wachstum haben, und auflésbare
Gruppen niemals intermedidr wachsen, wurde das Interesse am Wachstum von
Gruppen sehr stark g efordert. Es folgte eine Arbeit von Bass [3], die den
genauen Grad des Wachstums von nilpotenten Gruppen in Abhingigkeit von
der Struktur der Faktoren der absteigenden Zentralreihe angibt. Dieses Ergebnis
wird in Kapitel 2 bewiesen. Wenig spite r gelang Gromov [16] die vollsténdige
Charakterisierung der Gruppen mit polynomialem Wachstum, in dem er zeigte,
dafl dies genau die fast nilpotenten Gruppen sind. Veranlafit durch das oben



erwihnte Resultat fiir auflosbare Gruppen, stellte Milnor das jetzt nach ihm
benannte Problem [29]: Hat jede endlich erzeugte Gruppe entweder polynomiales
oder exponentielles Wachstum ?

Bevor Grigorchuk in [11] Gruppen mit intermediirem Wachstum konstru-
ierte, gab es noch einige Sitze, die auf eine positive Antwort hindeuteten. Die
Gruppen mit Wachstumsalternative, d.h. die Antwort auf Milnors Problem ist
fiir diese Gruppen ja, s ind Gegenstand des dritten Kapitels dieser Arbeit. Es
wird dort gezeigt, daf} eine auflésbare Gruppe schon dann fast nilpotent ist,
wenn sie keine freie Unterhalbgruppe mit zwei Erzeugern hat, was eine etwas
schwichere Voraussetzung als subexponentielle s Wachstum ist.

Damit Milnors Problem hier nicht ungelést bleibt, wird eines der einfachsten
Beispiele von Grigorchuk vorgestellt. Hier sollte darauf hingewiesen werden, dafl
eine sehr dhnliche Gruppe schon von Aléshin zur Lésung des Burnside Problems
angegeben wurde [1]. Daf§ auch diese Gruppen intermedisires Wachstum haben,
wurde von Merzlyakov [26] bewiesen. Alle von Grigorchuk konstruierten Torsi-
onsgruppen sind residuell endliche-p Gruppen. Zu solchen Gruppen lassen sich
sowohl graduierte assoziati ve als auch graduierte Lie-p-Algebren assoziieren,
deren Studium sich schon mehrmals als sehr niitzlich in Bezug auf die Gruppen-
theorie erwiesen hat, z.B. macht Zelmanov in seiner Losung des eingeschréankten
Burnside Problems [46] intensiven Gebra uch von Sitzen iiber Lie-Algebren.
Deshalb ist es von Interesse das Wachstum einer Gruppe ”irgendwie” in den
assoziierten Algebren wieder zu finden. Dies wird am Ende des vierten Kapitels
in Anlehnung an eine Arbeit von Grigorchuk [14] getan.

Den Abschluf} dieser Arbeit bildet ein Kapitel, in dem einer Reihe von Ar-
beiten [18, 19, 30, 33, 43], die sich mit der Frage beschéftigen, ob sich eine
abzidhlbare Gruppe mit der Eigenschaft £ in eine von zwei Elementen erzeug-
te Gruppe m it der Eigenschaft £ einbetten 14ft, ein weiteres Resultat hin-
zugefiigt wird. Dort wird gezeigt, dafl sich jede endlich erzeugte Gruppe mit
endlicher Kommutator-Faktorgruppe in eine 2-erzeugte Gruppe mit demselben
Wachstumstyp einbetten 1alt . Es ergibt sich dabei, daf§ gleichzeitig auch die Ei-
genschaften residuell endlich, m-Gruppe und konjugierten-separierend erhalten
bleiben.

Jetzt folgt eine Ubersicht iiber die Gliederung dieser Arbeit. Im ersten Ka-
pitel werden das Wachstum von monoton wachsenden Folgen und endlich er-
zeugten Gruppen definiert und dann einige grundlegende Eigenschaften dariiber
gesammelt. Dann folgt eine kurze Einfiihrung des Kranzproduktes, welches aber
erst Kapitel 5 wi eder gebraucht wird. Das zweite Kapitel behandelt Gruppen
mit polynomialem Wachstum und die Frage nach lokalen Wachstumskriterien.
Es wird &hnlich wie bei Bass [3] gezeigt, dal endlich erzeugte fast nilpoten-
te Gruppen polynomiales Wachstum haben . Der Satz von Gromov [16] wird
nur zitiert, da er bisher keinen kurzen Beweis hat. Schliellich wird fiir resi-
duell endliche Gruppen noch eine kombinatorische Bedingung angegeben, die
polynomiales Wachstum charakterisiert. In Kapitel 3 werden einige Klassen von
Gruppen genannt, in denen es keine endlich erzeugten Gruppen mit interme-
didrem Wachstum gibt. Dies wird fiir auflésbare Gruppen auch bewiesen. Fiir
residuell endliche Gruppen ergibt sich dann aus einem Resultat von Kim und
Rhemtulla [22] eine kombinatorische Bedingung, aus der die Wachstumsalter-



native folgt. Eine negative Antwort auf Milnors Frage liefert dann das vierte
Kapitel. Aufilerdem wird dort fiir residuell endliche-p Gruppen, die nicht sub-
exponenti ell wachsen, eine Art lokales Kriterium fiir polynomiales Wachstum
bewiesen. Im letzten Kapitel wird ein wachstumstyp-erhaltender Einbettungs-
satz bewiesen.

Hier méchte ich die Gelegenheit nutzen, mich bei Herrn Prof. Dr. Otto H. Kegel
fiir das Interesse an dieser Arbeit, sowie die iiberaus anregenden und meistens
sehr zeitintensiven personlichen Gespréiche zu bedanken.

Hinweis: Die Notation ist im wesentlichen Standard, wie z.B. in Robinson [34].
Dennoch gebe ich einige Schreibweisen hier an:

| X | die Kardinalitit der Menge X

(X) die von X erzeugte Gruppe

g 'htgh =[g,h] der Kommutator der Gruppenelemente g, h
(I35 € X, y € V) = [X,Y]

g" =h"1gh fiir Gruppenelemente g, h

z? das Bild von z unter der Abbildung ¢

[Licr Xi das cartesische Produkt der X;

Dicr Xi das direkte Produkt der X;



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die nétigen Begriffe, sowie einige ihrer Eigenschaften,
die spater gebraucht werden, gesammumelt.

1.1 Wachstum von Folgen

Sei f = (fn),cIN eine monoton wachsende Folge von natiirlichen Zahlen f;,. Mit
F bezeichne ich die Menge aller solcher Folgen, auf der die partielle Ordnung <
wie folgt definiert ist: f < g = (g,) genau dann, wenn es Konstanten C, K > 0
gibt, so da} f,, < Cgxy, fiir alle n € IN gilt. Falls f < g und g < f gilt, heiflen f
und g dquivalent (schreibe f ~ g) und die Aquivalenzklasse [f] von f € F heifit
auch Wachstum von f (es ist leicht einzusehen, dafi ~ eine Aquivalenzrelation
ist). Wenn f < g aber nicht f ~ g gilt, wird dies durch f < g ausgedriickt. Die
partielle Ordnung, die < auf den Aquivalenzklassen induziert, wird ebenfalls
mit < bezeichnet.

Desweiteren werden durch (f + g)n, = fn + gn und (f9)n, = fngn, sowie

[f1+1[g] = [f +g] und [f][g] = [fg] die Addition bzw. Multiplikation von Folgen
und deren Wachstum definiert.
Hinweis: Fiir f,g € F mit f = (fn),cIN: 9 = (9n),cIN schreibe ich auch
fn X g, oder f < g, bzw. f, < g anstelle von f < ¢ und entsprechende
Ausdriicke fiir f ~ g. Dabei kann keine Verwechselung von Folgen mit Fol-
gengliedern auftreten, da Vergleiche zwischen Folgengliedern immer mit den
Zeichen <, <, >, > oder = notiert werden.

Eine Folge f € F hat exponentielles Wachstum, wenn es eine Konstante a > 1
gibt, so dafl f ~ a™ gilt. Man beachte, dafl a” ~ 2" fiir alle a > 0 gilt. Gibt es
ein d > 0 mit f ~ n?, dann hat f polynomiales Wachstum vom Grad d. Hier gilt
n <n? falls d < d'. Gilt n? < f < 2™ fiir alle d € IN, so hat f intermedidres
Wachstum. In 1.2 wird sich ergeben, daf} alle in dieser Arbeit betrachteten Fol-
gen einer dieser drei Bedingungen geniigen, was im Allgemeinen nicht gilt, wie
das Beispiel f,, = e" zeigt. Folgen, die polynomiales oder intermediires Wachs-
tum haben, heiflen auch subexponentiell wachsend. Der Wachstumstyp T(f) ist
dann eines der drei Symbole £, P bzw. Z, die fiir exponentielles, polynomiales
bzw. intermedidres Wachstum stehen.



In dieser Arbeit wird das folgende Lemma oft benutzt, um den Wachstumstyp
einer Folge zu bestimmen.

Lemma 1 Sei f € F mit foim < fofm und Ay = limy, Y fn, dann gelten
a) Ay existiert, d.h. ist endlich
b) T(f) =€ = Af>1
c) T(f) E{Z,P} <= Af=1

Beweis: Ein Beweis von a) steht z.B. in [17] und Ay > 1 ist klar.

Zub): Wenn f ~ e" ist, gilt /Cfxy > “Ver = §/e > 1 fiir alle n € I, also
A > L Ist Ay > 1, dann gilt f, > (Af —€)” mit 0 < € < |Ay — 1| und alle
hinreichend grofen n € IN. Also gibt es eine Konstante C' mit C'f, > (Af —¢)"
fiir alle n, woraus f, > e" folgt. Da eine Folge mit f1m < fnfm auch f, < f
erfiillt, also héchstens exponentiell wéchst, folgt b). Teil c) ist nun eine direkte
Folgerung aus b), g.e.d.

Feinere Differenzierungen als der Wachstumstyp, die nur zur Vollstandigkeit
angegeben werden, sind die Gel’fand-Kirillov-Dimension, welche durch
In f(n)

dim|[f] = limsup 1
n—oco Inn

= inf{d | [f] < [n9]}
definiert ist, und die Superdimension, die durch

DIM[f] = limsupM

n—00 In

= inf{a | [f] < [2"°]}
gegeben ist.

Zu jeder Folge f € F ist die erzeugende Funktion durch
Hf(w) = Z(fn — fa—1)z"

n>0

gegeben, wobei f_1 = 0 gesetzt wird. Die erzeugende Funktion ist oft niitzlich,
um Sachverhalte kurz zu formulieren (vergl. z.B. Lemma 6). Ist andererseits
eine formale Potenzreihe H(z) = ),,~ @pz™ mit nicht-negativen Koeffizienten
a,, fiir n € IN gegeben, so wird ihr Wachstum durch das Wachstum der Folge f
mit f, = ag + ...+ a, definiert.

Weil dies nicht alle Autoren tun, gebe ich hier noch ein Lemma an, das
zeigt, wie das ”Wachstum” einer Folge a = (ap), .y mit dem Wachstum der
Folge s, = Yia; zusammenhingt. Dabei ist darauf hinzuweisen, daf die
Folge a nicht notwendig monoton wiichst. Ersetzt man jedoch a durch a' mit
ajy, = ap und a), = max{al,_;,a,}, dann ist ¢’ monoton wachsend und es gilt
ap < al, fiir alle n € IN, insbesondere ist o’ die kleinste monotone Folge mit
dieser Eigenschaft, in dem Sinne, daf$ fiir jede monoton wachsende Folge f mit
an < fn auch a, < f, gilt.



Lemma 2 Mit den gleichen Bezeichnungen gelten
i) al, < nd = s, < nt!
i) al, < " <= s, <e"

Beweis: i) Sei a, < Cn?. Dann ist s, < 31 gal < CY! i < C(n + 1)nd,
also s, < ndtL.

ii) Sei a], < €™, so folgt lim, oo /s, < limy 00 ¥/(n+1)al, < 1, denn es
gelten lim,,_,~, ¢/ +1 = 1 und nach Lemma 1 lim,_,, {/a), = 1. Es ist klar,
daB a, < s, gilt, woraus mit dem oben gesagten a), < s, folgt, was das Lemma
beweist.

1.2 Wachstum in Gruppen

Sei nun G eine endlich erzeugte Gruppe und E ein endliches Erzeugersystem
von G, d.h. jedes Element g € G 148t sich als g = ej'e5? - - - €& schreiben, wobei
n € N, e¢; € Eund ¢; € {1} fiir 1 <¢ < n. Dies kann man auch so ausdriicken:
Jedes Element g € G ist ein (endliches) Wort in dem Alphabet E¥! = EUE L.

Auflerdem ist es sinnvoll, das Einselement von G mit dem leeren Wort zu
identifizieren, denn dann lisst sich das ” Aneinanderhingen” von Wértern als
Multiplikation interpretieren. Die Linge I(w) des Wortes w = e - - - ey, ¢; € EF!
ist gleich n, und die Lange des Elementes g € G beziiglich des Erzeugersystems
E ist definiert durch Ig(g) = min{l(w) | g = w}. Das Einselement hat somit die
Linge Null. Sei BE(G) = {g € G| I(g9) < n} und wEF(G) = |BE(G)|, wobei ich
auch B,, bzw. w, schreibe, wenn die Gruppe und das Erzeugersystem festste-
hen. Das Wachstum der Folge wE (G) heiit dann Wachstum von G beziiglich E.

Da ein Wort der Linge n aus einem Wort der Linge n — m durch Anhingen
eines Wortes der Linge m entsteht, ergibt sich wE(G) < wE , (G)wE (G) und
mit Lemma 1 folgt wE(G) < e™.

Ist F ein weiteres Erzeugersystem von G, dann gibt es wegen G = |72 BE
ein K € IN, mit F¥! C BE und somit BY ¢ BE, fiir alle n > 0. Hieraus folgt
aber sofort wf < w¥ und ein analoges Argument liefert wE < wf. Die beiden
letzten Absitze beweisen das folgende

Lemma 3 Das Wachstum einer endlich erzeugten Gruppe ist unabhdngig vom
Erzeugersystem und héchstens exponentiell.

AD jetzt bezeichne w(G) das Wachstum der endlich erzeugten Gruppe G,
und wenn von dem Wachstum einer Gruppe die Rede ist, soll dies immer bedeu-
ten, daf} die Gruppe endlich erzeugt ist. Aus dem Argument vor Lemma 3 folgt
auch, da8 das Wachstum w(U) einer endlich erzeugten Untergruppe U C G,
der endlich erzeugten Gruppe G durch w(G) nach oben beschréinkt ist. Es gilt
sogar:

Lemma 4 Ist G eine endlich erzeugte Gruppe und U eine Untergruppe von G
mit endlichem Index in G, dann haben G und U dasselbe Wachstum.



Beweis: Sei T eine Transversale zu U in G mit 1 € T und : G — T die
Abbildung, die jedem g € G seinen Reprisentanten g € T zuordnet. Weiter sei
E ein endliches Erzeugersystem von G und zu g € G ist uy € U das eindeutig
bestimmte Element aus U mit g = gu,. Setze F = {uy |e € E, t € T'}.
Behauptung: U wird von F' erzeugt.

Ist u = ejex---e, € U mit e; € ET!, dann gilt u = Ug, ey-e,,- NUN fOlgt aber
aus

I — ol — _ 1y,
99 = 99Uy = 9 U Uy = GG U Uy
schon ugy = U7ty und mit Induktion auch
Ueyeg-en, = UegzerUesezmer " Uen_1enUen (1.1)

Es bleibt also noch zu zeigen, da§ u,-1, € (F) ist, fir e € E, t € T. Dies folgt
aus

1= Ut — uee_1t = uemue_ltut,

denn dann ist u,—1; = ue_el_lt € F1 (%), was die Behauptung beweist.
Ist nun g € G mit Ig(g) < n, so folgt aus (1.1) und (x), daB Ir(uy) < n und
damit wE(G) < |T|wl (U), q.e.d.

Bemerkung: Der Beweis zeigt, dafl eine Untergruppe von endlichem Index in
einer endlich erzeugten Gruppe selbst endlich erzeugt ist, was in dieser Arbeit

hiufig benutzt wird.

Um eine Aussage iiber das Wachstum von homomorphen Bildern zu ma-
chen, definiere ich das Wachstum wg(T) einer Teilmenge T C G beziiglich
des endlichen Erzeugersystems E der Gruppe G als das Wachstum der Folge
t& = |T N BE(G)|. Dann gilt fiir S C T C G offensichtlich w(S) < w(T).

Lemma 5 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und H ein homomorphes Bild
von G. Dann ist das Wachstum von H durch das Wachstum von G nach oben
beschrankt.

Beweis: Sei E ein endliches Erzeugersystem von G und F die freie Gruppe
auf der Menge E, sowie N der Relationennormalteiler der kanonischen Projek-
tion von F auf G. Es gilt dann 1§ (g) = min{IE(f) | fN = gN}, oder anders
gesagt: Wenn T eine minimale Transversale zu N in F ist, d.h. I(t) < [(tn)
fir alle n € N, dann ist wg(T) = w(G). Ist M der Relationennormalteiler
der Projektion von F auf H, so ist N C M und jede Restklasse von M in F
ist Vereinigung von Restklassen von N in F. Sei S eine minimale Transversale
zu M in F und s € S, so muss s auch minimal in sN sein, woran man er-
kennt, daB sich S als Teilmenge von T wihlen 148t. Alles zusammen ergibt nun
w(H) = w(S) K w(T) = w(G), q.e.d.

Fiir das direkte Produkt von zwei endlich erzeugten Gruppen lisst sich das
Wachstum wie folgt angeben. Dazu bezeichne H& (z) die erzeugende Funktion
von wZ(G). Hier ist es notwendig, das Erzeugersystem E anzugeben, denn
zwei verschiedene Erzeugersysteme liefern i.A. auch verschiedene erzeugende

Funktionen, obwohl das Wachstum dasselbe ist.



Lemma 6 Seien G und H endlich erzeugte Gruppen mit Erzeugersystemen E
bzw. F, dann gelten

(i) HESh(z) = HE (x) Hi ()
(ii) w(G x H) < w(G)w(H)

Beweis: Es ist klar, da D = G x H von X = E U F erzeugt wird und jedes
Element d € D sich eindeutig in der Form d = gh mit g € G, h € H schreiben
158t und auBerdem Ix (d) = Ig(g) + I (h) gilt. Sei sE(G) = wE(G) — wE_|(G)
die Anzahl der Elemente der Linge genau n beziiglich E, dann folgt

Aussage (i) folgt nun aus HE (z) = 3,50 sn(G)z™.

Da, fiir jedes Element d = gh mit Ix(d) < n auch Ig(g) < n und Ip(h) < n
gelten mu8, folgt wX (D) < wZ(G)wE (H) und daraus (ii).

Bemerkung: Mit Lemma 1 und einer einfachen Induktion ergibt sich, dafl das
direkte Produkt von endlich vielen subexponentiell (polynomial) wachsenden
Gruppen selbst subexponentiell (polynomial) wichst, wenn man bedenkt, dass
das Produkt zweier konvergenter Folgen wieder konvergiert und zwar gegen das
Produkt der Grenzwerte (bzw. weil das Produkt von endlich vielen Polynomen
wieder ein Polynom ist).

Beispiele

I) Das einfachste Beispiel einer unendlichen Gruppe ist wohl die unendlich-
zyklische Gruppe Zy, = (z). Es ist klar, da w,(Z) = 2n + 1 fir alle n € IN
beziiglich des Erzeugersystems {z} gilt, d.h. Z hat lineares Wachstum. Die
erzeugende Funktion ist dann

14
H (@) =1+ 2 = l_i
i>1

IT) Sei A = @j_ Z = Dj_;(#) eine freie abelsche Gruppe vom Rang r mit
Erzeugersystem E = {z1,...,2,}, dann ergibt eine Induktion mit Hilfe von
Lemma 6

15 = (

Andererseits gilt

1+:v)r
l1—z

wrn(A) > [{a = 21"z - 277 ||ij] <m, 1< j <7} > (2n+1),

da l(a) < 3754 |ij] < rn. Also hat A polynomiales Wachstum vom Grad r.
III) Ist F = (a, b) eine freie Gruppe vom Rang 2, dann gilt

wp(F) > {z1z2 -+ zpn | z; € {a,b}, 1 <i<n}|>2",



also hat F exponentielles Wachstum.

Bemerkung: Das Argument aus Beispiel III) zeigt, daf§ eine Gruppe, die eine
freie Unterhalbgruppe in zwei Erzeugern hat, exponentielles Wachstum haben
mu$.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes mochte ich noch darauf hinweisen, dafl dies
nicht die einzige Moglichkeit ist einer endlich erzeugten Gruppe ein Wachstum
zuzuordnen. So wird z.B. in [5] die Folge u, =Anzahl der Untergruppen vom
Index < n einer endlich erzeugte Gruppen G betrachtet .

1.3 Kranzprodukte

Seien (G, X) und (H,Y') Permutationsgruppen (d.h. die Gruppe G operiert auf
der Menge X) und GY bezeichne die Menge aller Funktionen f : Y — G, mit
der durch (fg)(v) = f(y)g(y) und f~'(y) = [f(y)]~" definierten Gruppenstruk-
tur. Dann ist durch

M) =f@" ) mit f € G heH
eine Operation von H auf GY definiert, da

(M () = A" ) = FYT) = ()

gilt und offensichtlich (ff")*(y) = f"(y) f"(y) ist. Die zerfallende Erweiterung
GY><H beziiglich dieser Operation heit uneingeschrinktes (Permutations-
)Kranzprodukt von (G, X) mit (H,Y), welches mit K = (G, X )1(H,Y') bezeich-
net wird. Die Gruppe K kann als Permutationsgruppe auf X X Y interpretiert
werden, wobei die Operation von (f,h) auf (z,y) gegeben ist durch

(:L.,y)(f,h) — (xf(y),yh)

Die Untergruppe GY von K heifit Basisuntergruppe und wird auch mit B(K)
benannt.

Seiy €Y, g € G und definiere y, € B(K) durch

n_ ) g fir y=y
yg(y)_{l fur yl#y 79

dann ist {y,|g € G} eine zu G isomorphe Untergruppe von B(K) und die
Injektion ¢y : g + y, heifit y-Komponenten-Einbettung von G in K. Hier sei
darauf hingewiesen, dass B(K) = [[,cy G* ist. Eine andere niitzliche Einbet-
tung von G in K ist die diagonale Einbettung A : G — B(K), die durch
g*(y) = g fiir alle y € Y gegeben ist.

Der Triger von f € B(K) ist die Menge Tr(f) = {y € Y| f(y) # 1} und
GY) = {f € GY||Tr(f)| < oo} ist offensichtlich eine unter der Operation von
H invariante Untergruppe von K. Die zerfallende Erweiterung K = G(Y) ><H
heiit eingeschranktes (Permutations-) Kranzprodukt von (G, X) mit (H,Y).
Zu beachten ist, dal das Bild von G unter A in K im Gegensatz zu den Bildern



unter den Komponenten-Einbettungen nicht im eingeschréinkten Kranzprodukt
liegt, wenn Y unendlich ist, da B(K) = G) = @,y G'. Falls Y endlich ist,
gibt es keinen Unterschied zwischen K und K.

Das (un)eingeschrinkte standard Kranzprodukt K = G H der Gruppe G
mit der Gruppe H ist das (un)eingeschrinkte Permutations-Kranzprodukt von
(G,G) mit (H,H), wobei die Operation jeweils die Rechtsmultiplikation ist.
das folgende Ergebnis ist eine einfache Ubung.

Lemma 7 Sind U und V Untergruppen der Gruppen G bzw. H, dann ist UV
eine Untergruppe von G H.

Auflerdem brauche ich spéter
Lemma 8 Es gilt G 1 H' C (G1H)'.
Beweis: Offensichtlich sind H' und [];,ci(G')** in (G 1 H)' enthalten. Also ist

G H = (][] (G")*)><H' C (G1H)', g.e.d.
heH'’

Lemma 9 Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und G/N = F, dann bettet
G in N1 F ein.

Beweis: Sei ¢ : G — F die kanonische Projektion und zu jedem f € F sei

ein t; € G fest gewéhlt mit t‘jﬁ = f. Dann ist fir alle ¢ € G das Element
tfgtjfgld) in N, denn es gilt (tfgt;glqb)‘b = fg%(fg®)~! = 1. Das rechtfertigt nun
die Definition eines b, € B(N 1 F) fiir g € G durch by(f) =1 fgt;;¢.

Beh.: Dann ist t : G — N F mit ¢* = bggd’ ein injektiver Homomorphismus.
Aus

_ _ N $y-1
bgg’(f) = tfgg,tf(lgg/)¢ = tfgtf;¢tfg¢glt(f;¢)g/¢ = (bgbfﬁ ) )(f)
folgt
py—1
(99')" = by (99)? = b6 g9 = byg%byg'® = g'g" |

und aus g* = 1 folgt ¢ = 1 und by = 1, und weiter tfgt]71 =1, also g = 1.
Damit ist das Lemma bewiesen.
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Kapitel 2

Gruppen mit polynomialem
Wachstum

In diesem Kapitel wird gezeigt, dal endlich erzeugte nilpotente Gruppen poly-
nomiales Wachstum haben. Als nichstes liefert der Satz von Gromov, der hier
nicht bewiesen wird, eine vollstéindige Charakterisierung der Gruppen mit po-
lynomialem Wachstum. Im dritten Teil wird skizziert, warum es reicht, einen
endlichen Anfang der Folge w,(G) zu kennen, um daraus schon auf polyno-
miales Wachstum der Folge zu schliefen. Der letzte Abschnitt gibt eine kombi-
natorische Eigenschaft an, die polynomiales Wachstum von residuell endlichen
Gruppen charakterisiert.

2.1 Nilpotente Gruppen

Ist G eine Gruppe dann bezeichnet G,, die Terme der absteigenden Zentralreihe,
die induktiv durch G; = G und G,, = [G,,—1, G] definiert sind. Die Gruppe G
hei8t nilpotent, wenn G = 1 ist fiir ein k£ € IN. Die Nilpotenzklasse der Gruppe
G ist das groBte k mit Gy # 1. Dann gilt [G;, G;] C G;;; und es gibt einen
surjektiven Homomorphismus ® : G;/G;+1 ® G1/G2 — Git1/Git2 , der durch
die bilineare Abbildung

¢: Gi/Git1 xG1/Gy = Gi1/Gig
(9Gi+1,hGo) = [9,h]Gige

induziert wird (siehe z.B. [34]).

Wenn A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, dann ist A die direkte
Summe einer endlichen Gruppe T mit einer freien abelschen Gruppe F von
endlichem Rang r. Dieser Rang ist unabhingig von der Zerlegung von A und
heifit torsionsfreier Rang von A, der mit 7(A) bezeichnet wird.

Ab jetzt sei G eine endlich erzeugte nilpotente Guppe der Klasse k. Da G end-
lich erzeugt ist, sind die Faktoren G;/G;;1 endlich erzeugte abelsche Gruppen
und es seien 7; = 7(G;/Gj41) fir 1 <7 < k.

Wolf hat in [45] gezeigt, daB eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe polyno-
miales Wachstum hat, aber sein Beweis liefert keine optimale Abschitzung fiir
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den Grad des Polynoms, das das Wachstum der Gruppe nach oben beschréinkt.
Den genauen Grad liefert der folgende Satz von Bass [3].

Satz 1 FEine endlich erzeugte nilpotente Gruppe G der Nilpotenzklasse k hat
d

polynomiales Wachstum vom Grad d = Y% ir;, d.h. w(G) ~ nf.
Beweis: Sei E ein endliches Erzeugersystem von G, so dal mit e, f € E auch
e~! € E und [e, f] € E. Die Existenz eines solchen E folgt aus der Surjektivitiit
von @ 11. Weiter sei E; = EN G;. Dann ist E; ein Erzeugersystem von G;.
Ist w = biby...b; ein Wort mit b; € E; und T eine Teilmenge von E;, dann
bezeichnet grr(w) die Anzahl der b; € T und gr(w) < (g;,..-,gx) heifit, daB
JrEN\E;j 41 < Yj fir alle ¢ < j < k ist. Auflerdem bezeichne w das Element in
G,;, das durch w definiert ist, und fiir eine Menge von Wortern W ist W =
{w|w € W}. Sei nun i fest und ey,...,es eine Auflistung der Elemente von
E;\E;;1, sodaB eq,...,e,, linear unabhéngig modulo G;4; sind, und sei N =
|Gi : (e1,...,er,)Git1| < co. Das Wort w heiit normalisiert, wenn es von der
Form

W=€]...€1€2...€9...€5...65W (2.1)

e — ———r ———r
a1 as as

ist, wobei w’ ein Wort in E;1; ist und a; < N fiir r; < j < k gilt. Sei nun
Wi(gi,---,9xk) die Menge aller Worter w in BE; mit gr(w) < (g;,...,9x) und
Ni(gi, ..., gx) die Teilmenge der normalisierten Worter. Mit p,,(n) wird das aus
Beispiel IT) 1.2 bekannte Polynom vom Grad r; bezeichnet, das das Wachstum
einer freien abelschen Gruppe vom Rang r; beziiglich einer Basis beschreibt. Es
gelten jetzt

1) | Ni(9is---,9%) | < Kipr;(9:)| Wit1(git1,---,9k) | fiir eine Konstante K;.

2) Zu der Konstante C gibt es eine Konstante C’ mit
| Wi(Cnt,...,Cnk) | <|N;(C'nt,...,C'nk)|.

Bevor 1) und 2) bewiesen werden, zeige ich, daB sie w(G) < n¢ implizieren:
Es ist klar, daf} ein Element h € G der Léinge hochstens n beziiglich E; durch
ein Wort w in E; der Linge hochstens n darstellbar ist, und offensichtlich gilt
w € Wi(n,n?,...,nF). Also

wEI(G) < |W1(nan2a---ank)|
2) < |Ni(an,cin?,...,cink)|
1) < Kipr(cin)| Walein?, ... cink) |
< Ky Kgpr, (c1n)pr, (c2c1n?) - pry (ck - - - c1nk)

q(n)

Das Polynom g(n) hat nun den Grad Y%, ir; = d, wie behauptet.

Zu 1): Ein normalisiertes Wort w € N;(g;,-..,gx) von der Form (2.1) erfiillt
2 i=197{¢;3(w) < gi, woraus mit K; = (s — r;)V + 1 die Behauptung folgt, weil
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Pr;(gi) die Anzahl der Elemente in {ej,..., e, } der Linge < g; modulo Gy
nach oben beschrénkt.

Zu 2): Sei w € W;(Cn?,...,CnF). Dann reicht es, eine Konstante C’' und ein
w' € N;(C'nt,...,C'n*) mit W = w' anzugeben.

Als erstes ein Hilfsmittel:

Sei w das Wort, das entsteht, wenn man einen Buchstaben e;, der in w vor-
kommt, ganz nach links schiebt, indem man immer wieder ein Unterwort der
Form fe; durch e;f[f,e;] ersetzt, bis dieses fest gewihlte e; ganz links steht.
Offensichtlich ist w = w. Auflerdem ist [f,e;] € Gy4j, falls f € G,. Also gilt

gr(w) < (Cnt,...,CnF) +(0,...,0,Cnt,...,CnF (%)
W—/
I3
Sei 7 : ZF- 1 5 ZF 1 durch 7(z;,...,2) = (0,2,...,2,_1) definiert. Dann
1i8t sich (x) auch durch gr(w) < (id + 78)(Cn’, ..., CnF) ausdriicken.
Insbesondere ist gre,} (W) = grie,}(w) fir alle 1 <j <s.

1. Schritt von w nach w’
Man wendet das Hilfsmittel zuerst auf alle Buchstaben e;, dann auf alle e,
usw. und als letztes auf alle e; an, so dafl ein Wort wy der Form

wO:61"'6162"'62"'65"'65’11]6
—— —— —_——
p1 P2 Ps

entsteht, wobei w}) ein Wort in E; 1 ist. Weil hochstens Cn’ Buchstaben ej in
w vorkommen gilt

gr(wo) < (id + Ti)cni(Cni, ...,Cn%)

In wy kann aber noch p; > N fiir ein ; < j < s gelten. Deshalb sei v;
ein Wort in {e,...,e,;} UE;{; mit 7; = € ---¢;, und sei L so grof}, daf
~—

N
gr(v;) < (L,L,...,L) fir alle r; < j < s ist.

2. Schritt von w nach w’
Falls p; > N ist, sei p; = z;N + y; mit y; < N. Dann wird das Unterwort
ej---e; von wg durch v;---vje;---e; ersetzt. Ist dies fiir alle r; < j < s mit
~— —— —

Pj zj Yi
pj > N getan, dann erfiillt das resultierende Wort w, offensichtlich w7 = w und
grie;3(w1) < N fiir alle r; < j < s. Desweiteren gilt

gr(wy) < (id+ TZ)C"Z:(C'n", e O+ 3 iy 2i(L L, L)
< (id+ THO(Cnl, ..., Onk) + Cni(L, L,...,L)
< (id+ Ti)cn'(Cni, ..,Cn¥) + L(Cnt,...,Cnk)
< (id+ )" (Cnd, ..., Cn*) + L(id + 797 (Cni, ..., Cnk)
=

L +1)(id + 79)°™ (Cni, ..., Cn¥)
1

- (hi,hﬂ. ,...,hk)

Insbesondere ist h; < (14 L)Cn'.
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Da w; nicht unbedingt normalisiert sein muf}, wendet man noch einmal den
1. Schritt darauf an und erhilt ein normalisiertes Wort w’ mit w’ = w und
gr(w') < (id + 79)hi(hy, ... hy) < (1 + L)(id + 79)CTDC (Cnt ... CnF). Mit
C; = (24 L)C und

nld — { n? falls z>1
0 sonst

gilt dann
gr(w') < Ci(id + 7)™ (n', ..., nk) = (gi, ..., g&)
und fiir 1 < j < k ergibt sich

<Ci(n? + Cind + i 4--2)
< Crebind = C'nd

Damit ist 2) bewiesen.
Jetzt bleibt noch n? < w,(G) zu zeigen. Dazu sei F; eine endliche Teilmenge
von G, deren Bild G/Gg erzeugt und sei F; induktiv definiert durch

E+1:{[f,fl]|f6}7i, fleFl}

Aus der Surjektivitit von @ (S. 11) folgt dann, dal das Bild von F; schon
G;/Giy1 erzeugt und insbesondere wird G von F erzeugt.

Sei0<n €Nund1<i<kund f; € F; sowie 0 < m < n’. Dann zeigt man
mit Induktion iiber i, da$ es ein f; , € G; mit Ip (fim) < 8 Inund fi,, = f
mod Gjyq gibt. Fiir ¢+ = 1 erfiillt f; ,, = f/" die Bedingungen. Sei also 7 > 1
und f; = [fi—1, f] mit f;_1 € Fj_1, f € F1, dann folgt aus der Bilinearitit von
¢pund mit m=an+5,0<b<n

™= [0 U e, f7) = [fictyes [ fim10, f¥) mod Gigq

weil 0 < a < n'"l. Setzt man also fim = [fi—1,6, f™M[fic1,1, %], so gilt die
Behauptung, da g, (fim) < 2- 8 2n+2n+2-82n4+2b < 8 1n . Mit
fiom = fz-_T}L gilt die Behauptung auch fiir |m| < n’.

Seien jetzt’ fity- .., fir; € F; linear unabhéngig modulo G;;; und sei W; die
Menge aller Elemente der Form fii,m, * " fir;;m,, mit |m;| < ntfirl <j <.
Dann ist |W;| = (2n® + 1)™, wobei jedes dieser Elemente hochstens Fj-Lénge
;8" ' hat. Weil die Produktbildung eine injektive Abbildung von Wy x...x W},
in G ist, deren Bild also die Kardinalitit p(n) = Hle(an + 1)" hat und in
Bgn(G) liegt, wobei K = Ele ;8" ist, folgt n? ~ p(n) < wp(G), q.e.d.

2.2 Fast nilpotente Gruppen
Ist £ eine gruppentheoretische Eigenschaft, dann ist die Gruppe G eine fast
E-Gruppe, falls sie eine Untergruppe von endlichem Index besitzt, die eine &-

Gruppe ist (im Englischen wird meistens virtually, aber auch almost benutzt).
Eine triviale Folgerung aus Satz 1 mit Lemma 4 ist, da} eine endlich erzeugte
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fast nilpotente Gruppe polynomiales Wachstum hat. Bemerkenswert und bei
weitem nicht trivial ist die Umkehrung dieser Aussage, die zuerst von Gromov in
[16] bewiesen wurde. Spiter haben Wilkie und van den Dries dafiir einen Beweis
mit Hilfe von Nichtstandard-Methoden gegeben [40], der es ihnen erlaubt die
Bedingung polynomiales Wachstum wie folgt abzuschwéchen:

Eine Folge f € F hat fast polynomiales Wachstum, wenn es ein Polynom
p(n) gibt, so daB f, < p(n) fiir unendlich viele n € IN gilt.

Satz 2 (Wilkie, v.d. Dries) FEine endlich erzeugte Gruppe mit fast polyno-
mialem Wachstum ist fast nilpotent.

2.3 Lokale Wachstumskriterien

Aus dem letzten Abschnitt ist ersichtlich, dafl das Wachstum Einfluf} auf die
Struktur der Gruppe hat. Andererseits lidsst sich das Wachstum einer Folge
aber nicht mit der alleinigen Kenntnis einer endlichen Teilfolge bestimmen, d.h.
Wachstum ist eine globale Eigenschaft. Um so erstaunlicher ist es, dal schon
endliche Teilfolgen Aussagen iiber die Struktur der Gruppe erlauben. Dies wird
in dem folgenden Ergebnis von Wilkie und v.d. Dries [40] prézisiert.

Satz 3 Zu gegebenen positiven ganzen Zahlen d und c gibt es positive Konstan-
ten M,I,K, so daf jede endlich erzeugte Gruppe G mit endlichem Erzeuger-
system E, die wE(G) < cn? fiir alle n < M erfiillt, schon wt (G) < cn? fir
alle n € IN erfillt und eine nilpotente Untergruppe N vom Index hichstens I
und Nilpotenzklasse hichstens K hat.

Die Werte M, I, K sind im Sinne der Rekursionstheorie effektiv berechenbar,
(was nicht heifit, dass es einen effektiven Algorithmus gibt).

Beweisskizze: Zuerst iiberzeugt man sich davon, daB sich in der Theorie T
der ersten Stufe von Gruppen mit k& besonders gekennzeichneten Elementen

Z1,...,xk (diese entsprechen den Erzeugern), die Sitze

sy ¢ "Die von z,...,z; erzeugte Gruppe G erfiillt w,(G) < cn? fir alle
n < M”, und

sr,x : "Die von x1,...,z; erzeugte Gruppe hat eine nilpotente Untergruppe

vom Index < I und Nilpotenzklasse < K7,
ausdriicken lassen. Dann ist der Satz von Gromov dquivalent zu

TIZ /\ SM \/ SILK (**)

M<1 IK<1

Nun gibt es eine Version des Kompaktheitssatzes der Modelltheorie [6], der die
Existenz von M, I, K mit T = sy <— s1,k liefert, welche sich (im Prinzip) fin-
den lassen, indem man Beweise von (xx), die nach dem Gdédel’schen Vollsténdig-
keitssatz existieren, testet, bis man einen Beweis von T' = sy <— s 1,k findet.

Aus Satz 3 ergibt sich auch die Existenz einer nicht polynomial beschrinkten

Funktion g : IN — IN, so daB jede Gruppe G mit endlichem Erzeugersystem
E, fiir die wE(G) < g(n) gilt, fast nilpotent ist [40].
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Fiir linear wachsende Gruppen haben wiederum Wilkie und v.d. Dries [41]
ein leicht zu iiberpriifendes lokales Kriterium angegeben, (dabei ist wie frither
$n(G) = wp(G) — wp—1(Q)):

Satz 4 Sei G eine endlich erzeugte unendliche Gruppe. Falls s,(G) < n fir
ein n > 0 gilt, dann hat G eine unendlich-zyklische Untergruppe vom Index
héchstens n®.

Um diesen Satz zu beweisen, wird gezeigt, dafl "lange” Worter, in denen nur
n verschiedene Unterworter der Linge genau n vorkommen konnen, von der
Form wvw sind, wobei die Langen von v und w durch n beschriankt sind und
v ein periodisches Wort mit Periode < n ist. Ein Pigeon-Hole-Argument ergibt
(weil die Gruppe unendlich ist) dann die Existenz eines Wortes z, so daf alle
Potenzen von z verschiedene Elemente definieren.

Die Schranke fiir den Index wurde von Seifter und Imrich [20] zu s, (G) verbes-
sert, wenn s,(G) < n. Da§ diese Schranke optimal ist, zeigt schon die unend-
liche Diedergruppe Do, = (z,y |22 = y? = 1), denn (zy) ist unendlich-zyklisch
vom Index 2 und es gibt genau 2 Elemente der Linge n fiir jedes n > 1, ndmlich
zyzy---¢ und yxyx---y, falls n ungerade, bzw. zyzy---zy und yxyx---yz,
falls n gerade. Also s2(Dyo) = 2.

2.4 Residuell endliche Gruppen I

In der Klasse der residuell endlichen Gruppen (das sind die Gruppen in denen
der Durchschnitt aller Normalteiler von endlichem Index trivial ist) gibt es eine
Arbeit, die die Aquivalenz von polynomialem Wachstum mit einer kombinato-
rischen Eigenschaften zeigt, die hier erwahnt werden soll. Shalev und Sempel
betrachten in [39] die folgende Bedingung: Eine Gruppe heifit dort kollabie-
rend, wenn es ein 0 < n € IN gibt, so daf} fiir jede n-elementige Teilmenge T',
|T™| < n™ gilt, wobei T™ = {t; ---t, |t; € T, i € {1,...,n}} ist. Dann beweisen
sie den folgenden

Satz 5 Fine endlich erzeugte residuell endliche Gruppe ist genau dann kolla-
bierend, wenn sie fast nilpotent ist.

Der Beweis benutzt einen Satz von Wilson ([42] Satz 4), in den Zelmanovs
Losung des eingeschrinkten Burnside Problems, sowie die Klassifikation der
endlichen einfachen Gruppen eingeht.
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Kapitel 3

Die Wachstumsalternative

Sei C eine Klasse von Gruppen. Dann erfiillt C die Wachstumsalternative, wenn
keine endlich erzeugte Gruppe G € C intermediires Wachstum hat. Immer
wenn von freien (Halb-)Gruppen die Rede ist, sind freie (Halb-)Gruppen in der
Klasse aller (Halb-)Gruppen gemeint.

Das nichste Lemma, zeigt, in welchem Zusammenhang die Gestalt der erzeu-
genden Funktion mit der Wachstumsalternative steht.

Lemma 10 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und E ein endliches Erzeu-
gersystem, so daf die erzeugende Funktion Hg(x) eine rationale Funktion ist.
Dann erfillt G die Wachstumsalternative.

Beweis: Sei H(z) = HE(z) = >n>0 sB(G)z" = %, mit Polynomen p(z) und

g(z), und r das Minimum der Absolutbetrige der komplexen Nullstellen von
q().

Falls r < 1, so ist auch der Konvergenzradius R von H(z) echt kleiner als 1. Da
aber 1/R = limsup,,_,, {/s5(G) gilt ([17] S.363), folgt sup,,>, {/sp(G) > 1+e

fiir alle hinreichend grofien n € IN. Daraus folgt dann lim,, , {/sE(G) > 1 und
mit Lemma 1 ergibt sich w(G) ~ €.

Ist r > 1, dann schreibe g(z) = C HZZO(I — %), wobei d der Grad und die )\,
die komplexen Nullstellen von ¢(z) sind. Wegen

gilt fiir eine beliebige formale Potenzreihe F(z) = 3, bpz™ und |af > 1:

&= Z cpx”, wobei ¢, = Z T < Zbi ist.
a  n>0 =0 i=0

Mit einer Induktion iiber d und Lemma 2i) folgt dann, dal G polynomiales
Wachstum (vom Grad < d + 1) hat. Das beendet den Beweis.
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3.1 Auflésbare Gruppen

Die abgeleitete Reihe der Gruppe G ist induktiv durch G = G, sowie GO+ =
(GO, GW)] fiir 1 <4 € IN definiert und G® heit Kommutatoruntergruppe, die
auch mit G’ bezeichnet wird. Wenn G®) #£ 1 und GU+1 = 1 fiir ein [ € N gilt,
dann ist G auflésbar mit Auflosbarkeitslinge I.

Aus den Arbeiten von Milnor und Wolf [28, 45] ergibt sich

Satz 6 Auflosbare Gruppen erfillen die Wachstumsalternative.

Da eine Gruppe mit subexponentiellem Wachstum keine freie Unterhalgruppe
in zwei Erzeugern haben kann (Bemerkung nach Bsp. III) 1.2), ist dieser Satz
eine Folgerung aus dem folgenden Satz, der in [37, 4, 24] bewiesen wurde.

Satz 7 Fine endlich erzeugte auflosbare Gruppe ohne freie Unterhalbgruppe in
zwei Erzeugern ist fast nilpotent.

Sind X und Y Teilmengen der Gruppe G, dann definiere wie iiblich (XY) =
(z¥ |z € X,y € Y). AuBerdem heifit eine Gruppen zusammengehalten (cons-
trained im Englischen), falls (z{¥)) fiir alle ,y € G endlich erzeugt ist. JetzT
werden die Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 7 gesammelt.

Lemma 11 Hat die Gruppe G keine freie Unterhalbgruppe in zwei Erzeugern,
dann ist sie zusammengehalten.

Beweis: Seien z,y € G. Da die von y und y* erzeugte Unterhalbgruppe nicht
frei ist, gilt eine Gleichung der Form

YY)y )™ = ) ()Y (3.1)

wobei alle m;, n;, r;, s; nicht negativ sind und m; und r; sind nicht Null. Diese
Gleichung 148t sich umschreiben zu

gt @) e =y @) ) (3.2)

mit 0 <) <tp_1...<t;yund 0 < ug < gg—1 ... < up. Falls 1 # u; ist, so gilt
yhu e (z)) = N, woraus folgt, daB der Index von N in (z,y) endlich ist,

also ist N endlich erzeugt.

2 t1

Ist aber ¢; = u1, dann folgt = € (2¥,z¥",...,z¥% " ). Ein analoges Argument mit
y~! anstelle von y ergibt z € (:vyfl 2y , ¥ ") fiir ein A > 0. Mit Induktion
und 2" € (z,2Y,...,2zv" ) C (z¥,2¥°,...,2%") bzw. dem entsprechenden
Ausdruck fiir z¥ folgt dann N = (a:y_h, e Ty, TV ), also ist das Lemma
bewiesen.

Lemma 12 Sei die endlich erzeugte Gruppe G zusammengehalten und N ein
Normalteiler von G mit zyklischer Faktorgruppe. Dann ist N endlich erzeugt.

Beweis: Es gibt n1,...,n, € N sowie g € G,sodal G = N(g) = (n1,...,n.,9)
gilt. Dann ist auBerdem N = ({n1,...,n,}%) = ({n1,...,n,}{9). Da aber (n§g>)
endlich erzeugt ist, ist auch N endlich erzeugt, q.e.d.

18



Die Gruppe G heilit polyzyklisch, wenn es eine Reihe G = Gg D G; D ... D
G, = 1 mit G; normal in G;_; und zyklischen G;_1/G; fiir alle 1 <14 < n gibt.
Ist G eine endlich erzeugte auflésbare Gruppe, dann zeigt eine Induktion iiber
r(G/G') (siehe 2.1), dass G’ endlich erzeugt ist. Eine weitere Induktion iiber
die Auflésbarkeitslinge von G fiihrt dann zu

Lemma 13 FEine endlich erzeugte auflosbare Gruppe ohne freie Unterhalbgrup-
pe ist polyzyklisch.

Der Beweis von Satz 6 wird nun durch den folgenden Satz, der schon in [45] zu
finden ist, abgeschlossen. Der angegebene Beweis ist eine Mischung der Beweise
in [4, 24].

Satz 8 FEine polyzyklische Gruppe G ohne freie Unterhalbgruppe ist fast nilpo-
tent.

Beweis: Um den Satz zu beweisen reicht es, von einer Untergruppe von end-
lichem Index in G zu zeigen, daf} sie fast nilpotent ist. Da jede polyzyklische
Gruppe eine torsionsfreie Untergruppe von endlichem Index hat ([34] 5.4.15),
ist es keine Einschrinkung G, als torsionsfrei anzunehmen. Auflerdem ist jede
polyzyklische Gruppe auflésbar und der Beweis geht mit Induktion iiber die
Auflésbarkeitslinge I von G. Die Behauptung ist klar, wenn [ = 1 ist. Per
Induktion ist G nun eine Erweiterung einer endlich erzeugten abelschen tor-
sionsfreien Gruppe A mit einer fast nilpotenten Gruppe. Und wie oben ist es
keine Einschrinkung G als Erweiterung von A mit einer torsionsfreien nilpo-
tenten Gruppe anzunehmen. Da G polyzyklisch ist, gibt es eine zentrale Reihe
G =Gy DG D... DG, = A mit unendlich zyklischen Faktoren. Sei
G;=Gipi{z;) fir0<i<n-—1

Es reicht nun zu zeigen, daf§ (A, xf”‘) nilpotent ist fiir geeignete 0 # k; € Z
und alle 0 < i <n —1, denn dann hat U = (A, gt ,zgo) endlichen Index

n_l’..
knfl

in G und ist nilpotent, weil es in A eine beziiglich (A, z," ', ... ,m’fl) zentrale
Reihe per Induktion gibt, die geschnitten mit einer beziiglich (A, mgo) zentra-
len Reihe in A eine beziiglich U zentrale Reihe ergibt und U/A klarerweise
nilpotent ist.

Angenommen (A,:vfi) ist nicht nilpotent fiir alle 0 # k; € Z und ein
i € {0,...,mn —1}. Sei x = z; und ¥ die lineare Abbildung des Z-Moduls
A, die durch a — a*, a € A induziert wird, sowie p das charakteristische Poly-
nom von V. Dann gilt die
Behauptung: Das Polynom p hat eine Wurzel, deren Absolutbetrag # 1 ist
(komplexe Wurzeln).
Sei p, das charakteristische Polynom der Abbildung ¥”, n > 2. Angenommen
alle Wurzeln von p haben Absolutbetrag 1, dann haben auch alle Wurzeln von
pn Absolutbetrag 1, denn sie sind Potenzen der Wurzeln von p. Da aber alle
ppn, nur ganzzahlige Koeffizienten haben und ihr Grad durch den torsionsfreien
Rang von A beschrinkt ist, sind dann die Absolutbetrige dieser Koeffizienten
nach oben beschrinkt, und es gibt nur endlich viele Polynome in der Folge p,,,
n > 2. Also sind alle Wurzeln von p komplexe Einheitswurzeln und es gibt ein
g € IN mit A\? = 1 fiir alle Wurzeln A von p, so daf} alle Wurzeln von p, gleich 1
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sind, woraus sich folgt, dal (A, z?) nilpotent ist, ein Widerspruch.

Damit gilt die Behauptung und es gibt ein k € Z, so dass fiir eine Wurzel p
des charakteristischen Polynoms pj, der linearen Abbildung ¥*, die von y = z¥
auf A induziert wird, |u| > 2 gilt. Sei nun p; ein iiber Z[z] irreduzibler Teiler
von py, mit Wurzel 4 und B = {a € A |a?(¥%) = 0}, dann ist B invariant unter
U und nicht trivial. Anders gesagt H = B><(y) ist eine Untergruppe von G
und das charakteristische Polynom der von y induzierten linearen Abbildung
auf B ist p; und hat eine Wurzel p mit x| > 2. Auflerdem gibt es ein z € B
mit B = (z)), da B ein irreduzibler (y)-Modul ist, also H = (z,y). Nun hat
aber H als Untergruppe von G keine freie Unterhalbgruppe, d.h. in der von
y und y* erzeugten Unterhalbgruppe gilt eine Gleichung der Form (3.1), die
sich wieder auf die Form (3.2) bringen 148t. Jetzt ist aber ¢t; = u;, da H/B
unendlich zyklisch ist. Daraus folgt nun, dass p; ein Teiler eines Polynoms der
Form Zéc:o g;x’ mit g; € {£1,0} ist. Eine Wurzel eines solchen Polynoms kann
aber nicht Absolutbetrag > 2 haben, weil fiir A mit |A| > 2 gilt:

k
. 1
DIYRIUE Z = - B2
=0

Damit ist der Satz bewiesen.

3.2 Andere Klassen

Mit dem Resultat von Tits [36], dass eine endlich erzeugte lineare Gruppe iiber
einem beliebigen Koérper, die keine freie Untergruppe in zwei Erzeugern hat,
fast auflosbar ist, gefolgt von Satz 6 erhilt man

Satz 9 Lineare Gruppen erfillen die Wachstumsalternative.

Eine weitere Klasse von Gruppen, die die Wachstumsalternative erfiillen, sind
die von Gromov eingefiihrten hyperbolischen Gruppen. Ein Beweis dieser Aus-
sage steht z.b in [9], was auch eine gute iibersicht zu diesen Gruppen ist.
Hier soll nur die Definition angegeben werden. Sei G eine endlich erzeug-
te Gruppe und I(g) die Linge des Elementes g € G beziiglich eines endli-
chen Erzeugersystems. Dann ist G hyperbolisch, wenn es ein § > 0 gibt, so
daB (z,y) > min{(z, 2),(z,y)} — ¢ fir alle z,y,z € G gilt, wobei (z,y) =
s(l(@) +1(y) — U(z"y)) ist.

3.3 Residuell endliche Gruppen II

Wie sich im nédchsten Kapitel zeigen wird, gibt es in der Klasse der residuell
endlichen Gruppen Beispiele mit intermedidrem Wachstum. Hier mdchte ich
einige Ergebnisse zitieren, aus denen sich Bedingungen ergeben, die die Wachs-
tumsalternative fiir residuell endliche Gruppen implizieren.

Dazu brauche ich noch folgende Definitionen: Eine Gruppe hat endlichen Rang
r, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von < r Elementen erzeugt werden
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kann. Eine Gruppe G heiflt stark zusammengehalten, wenn es ein n € IN gibt,
so daB8 (z{%)) fiir alle z,5 € G von héchstens n Elementen erzeugt ist. Die
Gruppe G heifit lokal graduiert, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe ein
nicht-triviales endliches homomorphes Bild hat.

Satz 10 (Wilson[42]) Sei G eine endlich erzeugte residuell endliche Gruppe,
so dap (z,y) fir alle z,y € G Rang r hat. Dann ist G fast auflosbar.

Mit Hilfe eines etwas allgemeineren Satzes ([42] Satz 4), erhalten Kim und
Rhemtulla in [22] die folgende Charakterisierung von fast polyzyklischen Grup-
pen:

Satz 11 Fine Gruppe G ist genau dann fast polyzyklisch, wenn sie endlich
erzeugt, stark zusammengehalten und lokal graduiert ist.

Da residuell endliche Gruppen offensichtlich lokal graduiert sind, ergibt sich aus
diesen beiden Sétzen mit den Sdtzen 6 und 8 sofort .

Satz 12 1. FEine endlich erzeugte residuell endliche Gruppe, in der jede 2-
erzeugte Untergruppe Rang < r hat, erfillt die Wachstumsalternative.

2. FEine endlich erzeugte residuell endliche stark zusammengehaltene Gruppe
erfillt die Wachstumsalternative.
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Kapitel 4

Intermediares Wachstum in
Gruppen

4.1 TUberblick

Die Ergebnisse des letzten Kapitels konnten leicht zu der Vermutung verleiten,
daf} jede endlich erzeugte Gruppe die Wachstumsalternative erfiillt. Schon Mil-
nor stellte dies (ohne so vielfiltige Bestétigung) als Frage [29] . Erst in [12]
gelang es Grigorchuk, bei einer Gruppe intermediires Wachstum nachzuweisen.
Eigentlich war eine solche Gruppe schon von Aléshin in [1] angegeben worden,
jedoch wurde fiir diese mit Hilfe von endlichen Automaten definierten Grup-
pen das Wachstum nicht berechnet. Spiter hat Merzlyakov gezeigt, dafl die
Aléshin-Gruppen Untergruppen von endlichem Index haben, die isomorph zu
einem endlichen direkten Produkt von Grigorchuk-Gruppen sind [26], woraus
mit Lemma 4 und 6 folgt, daB} sie intermediires Wachstum haben.

In weiteren Arbeiten [11, 13] hat Grigorchuk seine Methode variiert, um
Gruppen mit intermediirem Wachstum und einer der folgenden Klassen zu
konstruieren: p-Gruppen fiir jede Primzahl p, torsionsfreie Gruppen, Gruppen
mit iiberabzihlbar vielen homomorphen Bildern. In Zusammenarbeit mit Machi
[15] konnte gezeigt werden, dafl die torsionfreien Gruppen mit einer linksinva-
rianten Ordnung ausgestattet werden kénnen.

Fabrykowski und Gupta haben in [7] eine dhnliche Konstruktion wie in [12]
angegeben, allerdings ist die Berechnung des Wachstums dieser Gruppe erst in
[8] vollendet worden, obwohl die Darstellung vielleicht leichter nachzuvollziehen
ist.

Im néchsten Abschnitt wird ein Beispiel prisentiert und dann folgt eine kurze

Andeutung zu Verallgemeinerungen. Im letzten Abschnitt wird eine Verbindung
zwischen residuell endlichen-p Gruppen und Algebren diskutiert.

4.2 Eine intermediir wachsende Gruppe

In Anlehnung an [12] wird jetzt eine Gruppe mit intermediirem Wachstum kon-
struiert, wobei die Berechnung des Wachstums etwas anders verlduft. Da sich
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diese Gruppe gut als Automorphismengruppe eines reguliren Baumes darstel-
len 148t, zuerst einige Definitionen:

Sei p eine Primzahl und A = {0,1,...,p — 1}, sowie A, die Menge aller
Worter ¢ = aqa9---a, der Linge n mit Buchstaben a; € A und n > 0, so-
wie A* = Up>0An (Ao = {0}). Dann ist der p-regulire Baum B, der Graph
mit der Eckenmenge A* und den Kanten (a,a’) € A* x A*, falls o’ = ab fiir
ein b € A, wobei aa’ das Wort ist, das durch ” Aneinanderhiinge” der Worter
a,a’ € A* entsteht. Die Elemente von A, heifien auch Aste der Linge n. Eine
bijektive Abbildung o : A* — A* ist ein Automorphismu s von By, falls (a®, a'®)
genau dann eine Kante ist, wenn (a,a’) eine Kante ist. Mit Aut(B,) wird die
Automorphismengruppe von B, bezeichnet. Jetzt folgen einige Eigenschaften,
die leicht einzusehen sind, und weitere Bezeichnungen:

a) Sei @ € Aut(Bp) und a € Ay, dann gilt a* € Ay, insbesondere §* = (.

b) Wenn n > 1 und a € A,,, dann gibt es genau ein o’ € A,,_1, so dass (a’,a)
eine Kante ist. Dieses a’ wird mit a~ bezeichnet.
Mit a™ wird die Menge aller o' € A*, fiir die (a,a’) eine Kante ist, be-
zeichnet.

c) Sei a ein Ast, By(a) = {a} und Byi1(a) = Uyep,(q) @' fiir n > 0. Dann
ist
B(a) = Up>¢ Bn(a) C A* zusammen mit den von B; induzierten Kanten
wieder ein p-regulirer Baum und die Abbildung ¢, : B, — B(a) mit
a'** = aa’ ist einen Isomorphismus.

d) Fiir a,a’ € A* wird durch a < o' <= o' € B(a) eine partielle Ordnung
auf A* definiert. Schreibe al|a’, wenn a und o' nicht vergleichbar sind,

e) Seien a, € Aut(Bp) und a,d’ Aste, dann definiere
ala) = 1, o, € Aut(B(a)) C Aut(Bp)

Es gilt dann a(a)B(a) = af(a), und wenn al|a’ ist, gilt [a(a),B(a’)] = 1.

Ab jetzt sei A = {0,1} und z, der durch (a1az - - a,)* = (a1 +1mod(2))asy - - - ap,
definierte Automorphismus von Bs. Anschaulich gesagt vertauscht z die Un-
terbdume B(0) und B(1), also gilt z2=1. Desweiteren definiere b,c € Aut(Bs)
durch b = 2z(0)2(10)b(111) und ¢ = z(0)2(110)c(111) gemiB Punkt e), so daB
b(111) = 2(1110)z(11110)b(111111) usw. gilt. Dann folgt mit e) b2 = ¢ = 1
und cb = be = d = 2(10)2(110)d(111), denn je zwei der Aste 0, 10, 110, 111 sind
unvergleichbar. Auflerdem gelten b* = z(1)z(00)b(011), ¢* = 2(1)z(010)c(011)
und d* = 2(00)z(010)d(011).

Sei p eine Primzahl, G eine Gruppe und g € G. Wenn die Ordnung von g eine
p-Potenz ist, ist g ein p-Flement. Sind alle Elemente von G p-Elemente, dann
ist G eine p-Gruppe.

Satz 13 Die Gruppe G = (z,b,c,d) ist eine 2-Gruppe mit intermediirem Wachs-
tum.
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Beweis: 1. Sei H = (b, ¢, d, b*,c%,d*) der von b, c und d erzeugte Normalteiler
in G. Aus den Definitionen von b und c¢ ist ersichtlich, da H die Aste der
Lénge 1 punktweise fest 148t, weshalb die Einschrinkung von H auf B(a) einen
Homomorphismus v, : H — Aut(B(a)) ~ Aut(Bs) fir a € {0,1} induziert.
Bemerkung: Im Gegensatz zu Punkt e), wo a(a) als Automorphismus von
B, zu verstehen ist, der nur auf dem Unterbaum B(a) nicht-trivial operiert,
wird hier ”vergessen”, da} B(a) ein Unterbaum von Bj ist, indem sie via ¢,
identifiziert werden.

Sei 9 : H — Aut(Bs) x Aut(Bs) fiir h € H durch h¥ = (h¥0, h¥1) definiert. Die
Bilder der Erzeuger von H unter 1 sind in der folgenden Tabelle angegeben.

g b c d

g || (z,0) | (2,d) | (1,b) (4.1)
(¢*)? | (c,2) | (d,2) | (1)
Hieraus ist sofort klar, daf} ¥ eine Einbettung von H in G x G ist und 1, :

H — G surjektiv ist. Weil H eine echte Untergruppe von G ist, folgt daraus,
dafl G unendlich ist.

2. Mit I(g) wird die Linge von g € G beziiglich {z,b,c,d} bezeichnet. Per
Induktion iiber [(g) zeige ich nun, dal G eine 2-Gruppe ist. Fiir I(g) = 1 gilt
wie oben erwihnt g2 = 1.

Sei also g € G mit [(g) > 1 und schreibe g in der Form

KZ K Z ek 2k (4.2)

wobei jeder # fiir ein Elemente aus {b,c,d} steht, und der erste und letzte *
fehlen diirfen.

i) Sei g € H, was gleichbedeutend damit ist, da§ die Anzahl der z’s in (4.2)
gerade ist. Aus (4.1) liest man leicht ab, da8 fiir ein A € H der Form *z * z,
hY = (Z*,*Z) mit Z € {z, 1} gilt. Sei nun ¢g¥ = (go, g1), dann gilt wegen I(g) > 2:

lgi) < I(Q)T“ <llg) fir icA(={0,1}

Nach Induktionsannahme sind also gg und g; 2-Elemente und weil v eine Ein-
bettung ist, ist auch g ein 2-Element.

ii) Sei nun g € G\ H, dann hat g nach geeigneter Konjugation, die die Ordnung
und Lénge nicht dndert, die Form

ZKZ k2% (4.3)

wobei der letzte * nicht fehlt. Desweiteren ist g € H, denn G/H = (zH) hat
Ordnug 2, und mit (¢2)% = (go, 1) gilt I(gi) < 31(¢%) = I(g) fiir i € A.

A) Wenn ein * in (4.3) ein d ist, dann zeigt (4.1), daf§
1(g;) <2-(Anzahl der * in (4.3)) =1[(g9) firein 7€ A
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gilt, so daB dieses g; nach Induktionsannahme ein 2-Element ist. Eine einfache
Uberlegung zeigt, daB go und g; konjugiert sind (betrachte ((g%)%)¥), woraus
dann folgt, daf} g ein 2-Element ist.

B) Ist kein * in (4.3) ein d aber ein * ein ¢, dann zeigt (4.1), daB in einem
g; ein d vorkommt, wenn es nicht auf eine der folgenden Art gekiirzt werden
kann:

db=c bd=c dc=b cd=b dd=1 (4.4)

Kann dieses d gekiirzt werden, dann ist I(g;) < I(g) fiir ein i € A, woraus wie
in A) folgt, da8 g ein 2-Element ist. Lafit sich dieses d hingegen nicht kiirzen,
geht man mit g; anstelle von g zu ii) (I(g;) < {(g)) und endet in Teil A), so da§
g; und damit auch g ein 2-Element ist.

C) Sind alle * in (4.3) b’s, dann kommmt in einem g; ein ¢ vor, wie (4.1)
zeigt. Also geht man mit diesem g; anstelle von g zu ii) und kommt zu Teil B),
so dafl wieder g; und g 2-Elemente sind.

Also ist G eine 2-Gruppe.

Da eine endlich erzeugte nilpotente periodische Gruppe endlich ist, was man
aus dem Anfang von Abschnitt 2.1 zusammen mit der Tatsache, daf} eine end-
lich erzeugte periodische abelsche Gruppe endlich ist, folgern kann, implizieren
1. und 2. mit Satz 2, dal das Wachstum von G mindestens intermediér ist.

3. Sei H3 die Untergruppe von G, die alle Aste der Linge 3 punktweise fest
1aBt. Dann ist Hs wegen a) ein Normalteiler und G/H ist eine Untergruppe
von Sym(As3) ~ Sym({1,2,...,23}), also |G/H3| < 23! = K. Wenn T eine
Schreiertransversale zu H in G ist, dann gilt [(¢) < K fiir alle ¢ € T'. Schreibt
man g € G als g = th mit ¢t € T, h € H, dann ist also I(h) < I(g9) + K, und
deshalb gilt

wn(G) = [Bn(G)| < K|Bnyx(G) N Hs| (4.5)

Es reicht demnach, |B,(G) N Hs| abzuschitzen. Sei dazu g € Hs mit [(g) < n.
Wegen H3 C H ist g¥ = (go, g1) definiert, und weil g auch die Aste der Linge
2 punktweise fest 148t, gilt go, g1 € H, so dafi auch ggp = (gi0,g9i1) fiiri € A
definiert sind. Ebenso sind giwm = (4,i50, Giyin1) fir alle i1i9 € Ag definiert.
Behauptung: Es gilt Zi1i2i3€A3 U(Giqigis) < 5 +8.

Wie unter 2. i) gesehen, ist {(g;) < 2L fiir i € A, also gelten

(1) Ugo) +1Ug1) <m+1
(3) Zi1i2i36A3 l(giliZi?’) S Zi1i2€A2 (l(gll’bz) + 1) S n+ 7

Jetzt zeige ich, daB fiir jeden * in einer Darstellung von g geméf (4.2) die rechte
Seite von (3) um 1 verkleinert werden kann, woraus dann die Behauptung folgt,
n—1

weil mindesten "= viele * in so einer Darstellung vorkommen und offensichtlich
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n > 1 sein muf.

«) Ist ein * ein d, so zeigt (4.1), daB schon die rechte Seite (r.S.) von (1) um 1
reduziert werden kann, was sich bis zur r.S. von (3) fortsetzt.

B) Ist ein * ein ¢, dann kommt entweder in gy oder g; wegen (4.1) ein d vor,
welches erlaubt, die r.S. von (2) um 1 zu reduzieren, oder dieses von c¥ bzw.
(c*)¥ induzierte d a8t sich gemiB (4.4) kiirzen, so daf man schon die r.S. von
(1) um 1 verkleinern kann.

«v) Ist ein * ein b, dann kommt in einem g;, ¢ € A ein ¢ vor oder die r.S. von (1)
kann (wegen Kiirzung) um 1 vermindert werden. Im ersten Fall liefert ) mit
diesem g; anstelle von g, dal man entweder die r.S. von (2) oder die r.S. von
(3) um 1 vermindern kann.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

4. Jetzt wird aus der Behauptung und (4.5) gefolgert, da G subexponenti-
elles Wachstum hat.

Im folgenden ist w, = wy,(G). Sei r eine positive reelle Zahl und definiere
Wy = Wp(y), mit n(r) € IN und n(r) —1 < r < n(r). Dann gilt immer noch
Wy < wpwl, was man durch Fallunterscheidung leicht nachpriift.

Da fiir verschiedene g,¢' € Hjs auch die Mengen {¢;, iy, | 119273 € Az} und
{94,4,i, | 111213 € A3} verschieden sind, ergibt sich aus (4.5) und der Behaup-
tung

wy, < K Z Wy Wny ** * Wng (++)
ny+ng+-tng< IntK+8

Sei 2 < N € IN und n > N. Schreibe n; = tk; +r; mit 0 < r; < § und
1 <4 <8, dann gilt

n n 1

N Z k; < Z (Nk'i-f-’ri): Z n; < §n+K+8

1<i<8 1<i<8 1<i<8

und deshalb auch 3 ;g ki < 5N + K + 8. Weil nun wy,, < (wa)**! gilt und
die Anzahl der Summanden in (+) kleiner als (3n + K + 8)% ist, folgt

1
wy < K(En—l—K—i—S)g(w )%N+K+8+8

2|3

Zieht man daraus die n-te Wurzel und bildet dann den Limes fiir n gegen
Unendlich, dann gilt A < V\, wobei A = limy,_yo0 {Ywy ist. Da aber A > 1 ist,
mufl A = 1 gelten, woraus mit Lemma 1 folgt, dafl G subexponentiell wichst.
Das schliefit den Beweis des Satzes ab.

4.3 Variationen

Hier mochte ich andeuten, wie sich das Beispiel des letzten Abschnitts verallge-
meinern 148t, indem man die Definition der Erzeuger b, ¢ und d etwas abdndert.
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Sei u = wjug... ein unendliches Wort mit u; € {a, 8,7} = A, z der im letz-
ten Abschnitt definierte Automorphismus von By und definiere Abbildungen
b,c,d: A— {1,z} durch

B

8

=

[}

888
al

—ln N |Q
SRS R

z
1
z

Jetzt definiere b, = u4(0)u3(10)---u?(11...10)--- gemiB e), sowie ¢, und d,

1—1
analog. Dann sind b, ¢, und d,, Automorphismen von By und es gelten b,c, =
cyby = d,, und bi = cﬁ = dz =1.

Satz 14 [12] Falls in u jeder der Buchstaben «, 3,y unendlich oft vorkommdt,
ist die Gruppe Gy = (2,by, ¢y, dy) eine 2-Gruppe mit intermedidarem Wachstum.

Sei Hy, = (by,cy,dy, b, ¢, d%), dann gibt es eine zu (4.1) analoge Abbildung
Py Hy — Aut(Bs2) x Aut(Bs), die durch

g by, Cy dy
gwu (Zabu(l)) (Z,Cu(1)) (17du(1))
(g°)% || (by),2) | (c,),2) | (dy, 1)

gegeben ist, mit u(®) = Uj+1Uito . .. fiir ¢ € IN. Daraus sieht man, daf} 1, eine
Einbettung von H,, in G,1) X G, ist (mit G,a) = (2, b,1), €¢,0), dy1)))-

Da mit dem Wort u auch alle «() und somit die Erzeuger fiir G, bestimmt
sind, 148t sich dhnlich wie im letzten Abschnitt argumentieren, wenn man alle
G, 1) simultan betrachtet.

Es sei darauf hingewiesen, dafl die Gruppe des letzten Abschnitts in dieser No-
tation durch das Wort u = 012012... definiert ist.

Fiir ungerades p mufl man vorsichtiger vorgehen, um endlich erzeugte p-Gruppen
mit intermedidrem Wachstum zu konstruieren. Hierzu verweise ich auf [13] und
[7, 8], weil sonst der Rahmen dieser Arbeit gesprengt wiirde.

Eine Gruppe ist eine residuell endliche-p Gruppe (p eine Primzahl), wenn der
Durchschnitt aller Normalteiler, deren Index eine endliche p-Potenz ist, trivial
ist. Ist die p-Gruppe G isomorph zu einer Untergruppe von Aut(B,), dann ist fiir
jedes n € IN die Untergruppe N,, von G, die alle Aste der Linge n punktweise
fest 148t wegen a) ein Normalteiler von endlichem Index < p™!. Da jedes homo-
morphe Bild einer p-Gruppe aber wieder eine p-Gruppe ist, gilt |G/N,,| = p*»,
mit k, € IN fiir alle n € IN. Offensichtlich gilt (,,~; N, = 1, so dal G eine
residuell endliche-p Gruppe ist. Also sind alle Gruppen aus Satz 14 residuell
endliche-2 Gruppen. Auch die Gruppen aus [13, 7, 8] sind residuell endliche-p
Gruppen. Auflerdem haben alle diese Gruppen auch die Eigenschaft, daf je-
der nicht-triviale Normalteiler endlichen Index hat, wie in den oben genannten
Arbeiten gezeigt wird.
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4.4 Residuell endliche-p Gruppen und ihre assoziier-
ten Algebren

Fiir diesen Abschnitt sei p eine Primzahl und F, der Kérper mit p Elementen.

Sei G eine Gruppe und A = F,G die Gruppenalgebra von G iiber F,, d.h.
jedes Element a aus A hat die Form a = }° g kgg, mit ky € Fj und k; = 0 fiir
fast alle (d.h. bis auf endlich viele) g € G, und die Addition und Multiplikation
sind gegeben durch

Z kqg + Z k'gg = Z (kg + k;)g und

g€G 9€G 9eG
(3" kgg) (X Kpg) = 3" kilg mit k) = 3 knkja,
geG geG 9eG heG

Die Algebra A ist assoziativ und hat eine Eins, ndmlich 1 = 1Fplg. Das Fun-

damentalideal Ag = A ist das von {g — 1| g € G} erzeugte Ideal in A, wobei
g € G mit 1||:p g € A identifiziert wird.

Die assoziativen Potenzen von A, die induktiv durch Al = A und
AT = A'A = {af|a € A, B € A}

definiert sind, bilden eine absteigende Kette von Idealen in A, mit A’AJ C A
fir alle 7, 7 € IN. Mit Hilfe dieser Ideale werden nun die Dimensionsuntergruppen
G ={9€G|g—1€ A’} von G definiert.
Lemma 14 Mit den obigen Bezeichnungen gelten

i) Gy = G und G ist normal in G

i) [Gay, Gl C Gy
Beweis: Seien g € G(;), ' € G(;) und h € G.
Aussage i) folgt aus der Definition von A und wegen h~'gh—1=h"Y(g—1)h €
A,
Teil ii) ergibt sich aus g 'g' 'g9'~1 =g "'¢g' ' (99'~9'9) = g~ ¢ ((9—1)(¢' —
1) —(g' = 1)(g — 1)) € A,
Und wegen gP — 1 = (g — 1)P € AP gilt iii).

Eine Reihe G = G; D Gy D ..., die i), ii) und iii) aus Lemma 14 erfiillt
heifit p-Zentralreihe. Es 148t sich zeigen ([31] S. 38,[32]), da88 die Dimensionsun-
tergruppen auf zwei Weisen rein gruppentheoretisch definiert werden kénnen:

Satz 15 Sei (Gy), N die absteigende Zentralreihe (s. 2.1) der Gruppe G.
Dann gelten mit den obigen Bezeichnungen

i) Gay = G und G = [Ggo1), Gl(G))P, wobei k € IN durch
p(k — 1) < n < pk gegeben ist. Dieses k wird auch mit L%J bezeichnet.
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”) G(Z) = anWZi(Gn)pm

Aus Lemma 14 ist ersichtlich, daf} die Faktoren G; / G ;1) elementar abelsche
p-Gruppen sind, d.h. jedes nicht-triviale Element hat Ordung p. Betrachtet man
diese als F,-Vektorrdume, indem man sie additiv schreibt, dann 148t sich der IF,-
Vektorraum £ = @51 G /Gi1) wie folgt zu einer graduierten Lie-p-Algebra
machen:

Die homogene Komponente vom Grad i ist G / G(i;1)- Sind gG(;q1) und
hG ;1) homogen vom Grad i bzw. j, dann definiere

[QG(i+1), hG(j+1)] = [97 h]G(i+j+1)

Aus der Bilinearitét der Abbildung ¢ von Seite 11 folgt, daf sich diese Klammer-
operation auf beliebige Elemente von L fortsetzen 148t. Man muf sich allerdings
noch davon iiberzeugen, dafl diese Definition unabhéngig von den Représentan-
ten g und h ist, was aber auch schon fiir ¢ gilt.

Auflerdem wird die Operation [p]:ﬁ — L durch (gG(H_l))[P] = ¢"G(pit1) in-
duziert, und die Jacobi-Identitit folgt aus der Hall-Witt-Identitit. Siehe dazu
auch [31] Kapitel VIIT und [32].

Zu der assoziativen Algebra A lafit sich eine graduierte assoziative Fp-Algebra
G = @;50A!/A™! assoziieren, wobei A’ = A gesetzt wird. Die homoge-
ne Komponente vom Grad i ist A!/A™*!. Fiir homogene Elemente der Form
Z =1x+ A" und § = y + A/t vom Grad i bzw. j wird die Multiplikation
durch 77 = zy + A*+1 = 77 definiert, die dann linear auf beliebige Elemente
von G fortgesetzt wird.

Ab jetzt sei G eine endlich erzeugte residuell endliche-p Gruppe, dann sind
alle Faktoren G;)/G;41) endlich. Definiere b;(G) = dime G)/G(iyr) fiir
i > 1 und a;(G) = dime A'/A™! fiir 4 > 0. Eine Folgerung aus einem
Satz von Jennings ([21] oder [32] Satz 3.3.6) zusammen mit der Tatsache, daf
(G/G(k))(z) = G(’L)/G(k) ist, ist

Satz 16 Mit den Bezeichnungen von oben gilt

1 — pPn b (G)
oy

Zai(G)mi = H (1

i>0 n>1

Den Zusammenhang zwischen der Folge a;(G) mit dem Wachtum der Gruppe
erklart jetzt

Lemma 15 Fir jedes endliche FErzeugersystem der Gruppe G  gilt
an(G) < wp(G) fir alle n > 0.

Beweis: 1. Sei 7: A — A/A die kanonische Projektion.
Aus aY kgg = Y kg((g — 1) + 1) folgt dann a™ = Yk, € Fp, also A/A ~ Fp,
und somit ag = dim":p AJA =1 = w,.
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2. Aus (9g—1)h=(gh—1)—(h—1) und h(g — 1) = (hg — 1) — (h — 1) fiir alle
g,h € G folgt, dal A der lineare Spann von {g — 1| g € G} ist. Also kann man
eine Basis von A’ aus Elementen der folgenden Form wihlen

(g1 —1)(g2—1)---(¢;—1) firein ¢>1 und gi,...,9; € G (4.6)

Sei E ein endliches Erzeugersystem von G (fiir unendliche Erzeugersysteme
ist nichts zu zeigen) und schreibe g; = e;, e, e mit [; € N, e;, € EF! fiir
1<k <ljundallel < j <i.Dann zeigt (gh—1) = (9—1)(h—1)—(9—1)—(h—1),
daB sich jeder Faktor in (4.6) auf die Gestalt

(gj -1)= (ejl _1)+(ej2 _1)+"'+(ejlj _1)+aj
mit a; € A? bringen 148t. Rechnet man nun das Produkt (4.6) aus , dann folgt

(90— Dlg2 = 1)+ (9 — 1) = (P (ens, = Dlen, — 1)+ (es, — 1)) +a,

wobei die Summe iiber alle (k1,...,k;) € {1,...,l1} x...x{1,...,l;} zu nehmen
ist, und @ € A**! gilt, denn in allen anderen Summanden kommt mindestens
ein a; € A? vor.

Dies zeigt, daf sich eine Basis von A’/A™*! aus Elementen der Form
(e1 —1)(e2 — 1) -+ (e; — 1) mit e; € E*! fiir 1 < j < i wihlen 148t. Ein solches
Element ist aber in dem linearen Spann der Elemente der Linge (beziiglich E)
hochstens ¢ enthalten, also gilt das Lemma.

In [14] beweist Grigorchuk eine viel allgemeinere Fassung von

Satz 17 Sei G eine endlich erzeugte residuell endliche-p Gruppe mit subexpo-
nentiellem Wachstum. Wenn es ein n > 1 mit b,(G) = 0 gibt, dann ist G fast
nilpotent.

Bevor dieser Satz bewiesen werden kann, brauche ich noch zwei Aussagen, wel-
che auch in [14] zu finden sind.

Lemma 16 i) Die Lie-p-Algebra L wird als Lie-p-Algebra von den homo-
genen Elementen vom Grad 1 erzeugt.

ii) Sei L die von Ly erzeugte Lie-Unteralgebra von L, d.h. nur die Klamme-
roperation ist erlaubt. Dann gilt [L, L] C L.

Beweis: Sei [; = G(i)/G(H_l) und £ die von L; erzeugte Lie-p-Algebra. Mit
Induktion zeigt man L, C L fiir alle n > 1, was fiir n = 1 klar ist. Sei also
n > 1. Aus Satz 15 i) folgt, daBl jedes Element aus L, eine Summe modulo

G(n+1) von Elementen der Form [g, h] mit g € G(,_1), h € G und Elementen
der Form k? mit k € G|»|. Also gilt
p

Ln C [Ln-1,L1] + (LL%j)[p] cL

nach Induktionsannahme. Damit gilt i).
Da in Lie-p-Algebren [z,yP)] = [z,7,y,...,] gilt, und £ wegen Teil i) als Lie-
—_——

pfmal
p-Algebra von Ly erzeugt wird, gilt ii).
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Beweis von Satz 17: Ohne Eischrinkung ist G unendlich. Definiere fiir n > 1,
2lP"] = (4" 'P) induktiv und 2P°] = 2. Aus dem Lemma folgt dann

£=3 1 g, g

n>1

Sei L, = £ N Ly, und bp(G) = 0, dann ist Ly = 0 und damit L, = 0 fiir alle
n > k. Also sind £ und [£, £] endlich-dimensional. Nun kann aber die Dimension
eines endlich-dimensionalen Vektorraumes unter der Abbildung z — ! nicht
grofler werden, und deshalb hat die Teilmenge T' der natiirlichen Zahlen ¢, fiir die
b (G) # 0 gilt die Gestalt

T:EU(OF,.),

i=1

wobei F endlich ist und zu jedem 1 < i < d ein n; € IN existiert, so daf}
F; = {nj,n;p,n;p?,...} ist. Insbesonder kann man die F; so wihlen, da§ es zu
jedem 1 < i < dein r; € IN gibt, mit b,(G) = r; fiir alle n € F;. Mit Satz 16
gilt dann

o1 (7)1 (1 (7))

n>0 neE

1—gPn Ti

Aus der Gestalt von F; folgt aber [[,cp (W
ist 3,50 an(G)z™ eine rationale Funktion. Die Folge a,(G) wichst nach Lem-
ma 10 also entweder exponentiell oder polynomial. Aus der Voraussetzung und
Lemma 15 folgt, daB a,, polynomial wichst.

Sei jetzt G die pro-p Vervollstindigung von G, d.h G ist der inverse Limes
aller Faktorgruppen von G mit endlicher p-Potenz Ordnung. Es gilt dann
an(G) = an(é) und aus Lazards Charakterisierung analytischer pro-p Gruppen
(123], siehe auch [5] s. 117) folgt, daB G eine treue lineare Darstellung iiber dem
Korper der p-adischen Zahlen hat. Somit ist auch G linear und erfiillt dann
wegen Satz 9 die Wachstumsalternative. Da G nach Voraussetzung nicht expo-
nentiell wichst folgt mit Satz 2 die Behauptung.

= (1 — 2™)™" und somit

Bemerkung: Satz 17 ist eine Art lokales Kriterium fiir polynomiales Wachs-
tum in endlich erzeugten residuell endlichen-p Gruppen, allerdings mufl man
wissen, daf die Gruppe nicht exponentiell wéichst.
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Kapitel 5

Wachstumstyperhaltende
Einbettungssitze

Seit der Arbeit [19] von Higman, Neumann und Neumann, in der gezeigt wurde,
daf} sich jede abzdhlbare Gruppe G in eine Gruppe G mit zwei Erzeugern
einbetten 148t, sind eine Reihe von Artikeln erschienen, die sich mit der Frage
beschiftigen, ob sich zu einer Eigenschaft von G die Gruppe G auch mit dieser
Eigenschaft wihlen 148t. In [30] wurde dies fiir auflosbare Gruppen bewiesen,
wobei die Auflésbarkeitslinge von G nicht grofler als die Auflosbarkeitslinge
von G plus zwei sein muf. Fiir periodische Gruppen erhalten Phillips und Hickin
[33, 18] ein solches Resultat und im Fall von residuell endlichen Gruppen gibt
Wilson [43] eine entsprechende Konstruktion an.

Weil in endlich erzeugten nilpotenten Gruppen jede Untergruppe ebenfalls
endlich erzeugt ist ([34] 5.2.17), kann G nicht nilpotent gewiihlt werden, wennG
eine abzilbare nicht endlich erzeugte nilpotente Gruppen ist. Ist G hingegen
endlich erzeugt und nilpotent, dann liefert ein Satz von Roman’kov [35] das
gewiinschte Ergebnis.

In diesem Kapitel soll nun der folgende Satz gezeigt werden.

Satz 18 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit |G/G'| < oo, dann lGft sich
G in eine Gruppe G mit zwei Erzeugern und demselben Wachstumstyp (s.1.1)
wie G einbetten.

Wenn G auflerdem residuell endlich (m-periodisch) ist, so lafit sich auch G
residuell endlich (w-periodisch) wihlen (m ist eine Menge von Primzahlen). Ist
w(G) = [e""] fiir ein 0 < a < 1, dann gilt sogar w(G) = w(G).

5.1 Werkzeug

Alle oben erwihnten Einbettungssitze ergeben sich mehr oder weniger in zwei
Schritten. Als erstes wird die Gruppe G in die Kommutatorgruppe einer Gruppe
H eingebettet und im zweiten Schritt wird eine 2-erzeugte Gruppe konstruiert,
die eine isomorphe Kopie von H' enthélt. In beiden Schritten spielt das standard
Kranzprodukt (s.1.3) eine entscheidende Rolle.
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Lemma 17 [19] Sei G eine Gruppe, g € G und Z = (z) eine zyklische Gruppe,
deren Ordnung ein Vielfaches der Ordnung von g oder unendlich ist, sowie
K = G Z das uneingeschrinkte standard Kranzprodukt von G mit Z. Dann
ist das Bild von g unter der diagonalen Einbettung ein Kommutator in K.

Beweis: Definiere § € B(K) durch §(2*) = g * fiir alle i € Z. Dann gilt
[3,2)(2") = g7 (z")g(" ) = g'g~ "V =g firallei€ Z,

da die Ordnung von g die Ordnung von z teilt, g.e.d.
Bemerkung: Ebenso ergibt sich [§, 27](2?) = ¢/ fiir alle i € Z.

Lemma 18 Sei G eine Gruppe mit |G/G'| = m < oo und Z = (z) eine
zyklische Gruppe der Ordnung m, sowie K = G1Z. Dann ist das Bild unter
der diagonale Einbettung von G enthalten in K'.

Beweis: Offensichtlich gilt B(G'1Z) C K’ und somit auch G'* C K'. Weiter
definiere zu jedem g € G \ G’ ein § € B(K) wie im Beweis von Lemma 17.
Dann gilt

5.2 = g (ats ) = { I A Sl

Wegen g~ (™~ = gg~™ € gG’ und B(G'1Z) C K/, gibt es ein k, € K’ mit
A

g~ =g, z]ky € K', womit das Lemma bewiesen ist .

Lemma 19 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, die von gi,...,g9q erzeugt
wird, und sei Z = (z) eine zyklische Gruppe mit |Z| > 2%. Dann enthilt das
Kranzprodukt K = G1Z eine 2-erzeugt Untergruppe U, mit G'> C U.

Beweis: In der Basisuntergruppe von K gibt es ein Element b mit

bz = gj+1 falls i=29 —1 fiirein j € {0,1,...,d — 1}
1 sonst

Es gilt jetat

AR TP S R N T ST i+2—1v _ ) [gk+1,9141] fliri=0
[b )b 1(z") = [b(= ), b(z )= 1 sonst

Daraus folgt, daf} die von b und z erzeugte Untergruppe das Bild von G’ unter
der 1-Komponenten-Einbettung +; enthilt. Das widerum reicht fiir den Beweis,
da G'= und G"+ fiir alle z,2' € Z konjugiert sind in K (die rechtsreguliire
Darstellung ist transitiv).

Lemma 20 [25] Sei K = G Z das uneingeschrinkte standard Kranzprodukt
der Gruppe G mit der unendlich zyklischen Gruppe Z = (z) und sei zu je-
dem g € G ein § € B(K) definiert wie in Lemma 17. Dann ist die Gruppe
U = (g,2z|g € G) nilpotent, wenn G nilpotent ist.
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Beweis: Sei B=UNB(K) = (§° |7 € Z, g € G) und D = G2. Dann ist
U = BZ und weil D von Z zentralisiert wird, ist N = D® normal in U, und
somit auch die in N charakteristischen Untergruppen N,,, wobei mit G,, die
Terme der absteigenden Zentralreihe der Gruppe G bezeichnet werden. Dann
gelten

a) [Bn,Z] CNNB,
b) [Np,Z] C Npyy
¢n) Uy CBop (NN By 1)(N2NBop2) -+ (Ny1 N Bpy1)Ny,
dp) Ugpi1 CBopt1(NNBo, ) (NoNBoy—1) -+ (N, N By 1) Ny g
Hier ist es sinnvoll an die Kommutatoridentitéiten, die man leicht nachpriift, zu
erinnern: Fiir z,y,z € G gelten
[zy, 2] = [2,2)[y,2] und  [z,y2] = [z, 2][z, y]*

Der Beweis von a) geht per Induktion iiber n. Um [B, Z] C N zu zeigen, macht
man Induktion iiber die Anzahl der Elemente der Form gZ’, die gebraucht wer-
den, um b € B darzustellen. Sei also erst b = §% mit g € G und 2’ € Z, dann
gilt

b, = 3, "

1—1 !

' =1[3,2"" €eDCN,
da [§,2"] € D mit der Bemerkung nach Lemma 17 folgt. Ist nun b = b'§% mit
[b,2"] € N, so folgt

[b, Z”] — [bI,Z”]gz [gzl’zll] c N,

denn beide Faktoren sind in N. Damit ist der Induktionsanfang bewiesen und
fir n > 1 gelten [B,,Z] C B, und [B,,Z] C [B,Z] C N, also ist a) bewiesen.
Teil b) wird auch mit Induktion iiber n gezeigt. Fiir n = 1 sei zuerst d € D,
b€ B und 2/ € Z, dann gilt

[d, 2] = [d, 2" ']’ = [d,2'd]" = [d,d']"[d, #]"" = [d,d']’ € [D,N]B = [N, N],

wobei d’' = [2/,b7] € [B,Z] C N nach a) ist. Wieder wie in a) kommt jetzt eine
Induktion iiber die Anzahl der Elemente der Form d®, die man benétigt, um k €
N auszudriicken. Sei also k& = k’d® und [k', '] € N5 nach Induktionsannahme,
dann ergibt sich

[k, 2] = [K'd, 2] = [k, )" [d", 7] € Ny,

weil beide Faktoren in Ny sind. Jetzt sei die Aussage fiir n > 1 bewiesen. Es
gilt dann mit Hilfe des Drei-Untergruppen-Lemmas ([34] 5.1.10)

[Nn—l—laz] = [NnaN,Z] C [NazaN'rL]U[NnaZaN]U C [NQaNn]U[Nn—f—laN]Ua

was man sofort als Untergruppe von N, 19 identifiziert, woraus b) folgt.
Fiir die Teile ¢;,) und d,), wird zuerst ¢1) gezeigt und dann ¢,) = dy,), sowie
dp) = cny1). Es ist

U, = [U,U] = [BZ,BZ] C [B,B]|Y[B,Z]Y C B;N,
nach Teil a), woraus c;) folgt, da D C B wegen g* = [§,2] = §~'§* € B ist.
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Setzt man jetzt ¢, ) voraus und betrachtet die beiden Faktoren der rechten Seite
von Uy, 1 = [Ugy, U] C [Uyy,, B]Y[U,y,, Z]Y, fiir die wegen a) und
[N N By, Z] C Ni+1 N By, was aus b) folgt, auch

[Ugn, B]Y € By 1(NNByy) -+ (N, 1 NBpy2)(N, NB,,1) und
[Uan, Z]Y € (NN B2y) (N2 NBop_1) -+ (N N Bpg1) Ny

gelten, denn aus N C B folgt [N, B] C N,,NB,, ;1. Also gilt ¢;,) = d,,). Ebenso
liefern

[Usni1, B]Y € Bopia(NNBopy1) -+ (N1 NBri3) (N, N Bpyg)N,;  und

[Uznt1,Z]Y € (NN Bant1)(N2 N Bay) -+ (Ny N Brya) Nyt N Bry1)Np o,
wobei die zwei letzten Faktoren in N, 4, liegen, zusammen mit

Usntz = [Uzns1, U] C [Ugnp1, B]Y [Ugnyy, Z]Y

die Implikation d,) = ¢p+1)-

Wenn G nilpotent der Klasse k ist, dann ist auch B(K) nilpotent der Klasse k,
also sind N und B auch nilpotent der Klasse < k. Teil cox) lautet also Ug, C 1,
d.h. U ist nilpotent, g.e.d.

5.2 Beweis von Satz 18

Da die Bedingung |G/G'| < oo nicht in allen Fillen nétig ist, gebe ich hier die
Sétze an, die eigentlich bewiesen werden und aus denen Satz 18 folgt.

Satz 19 Ist G eine endlich erzeugte Gruppe mit polynomialem Wachstum,
dann ldft sich G in eine 2-erzeugte Gruppe G mit polynomialem Wachstum
einbetten.

Satz 20 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe mit intermedidrem Wachstum und
|G/G'| < 0o. Dann lift sich G in eine 2-erzeugte Gruppe G mit intermedidrem
Wachstum einbetten.

Wenn G auferdem residuell endlich (m-periodisch) ist, so kann man auch G
residuell endlich (m-periodisch) wéhlen. Ist w(G) = [e™"], 0 < a < 1, dann gilt
w(G) = w(G).

Die Zusitze fehlen in Satz 19, weil sich der Beweis von Satz 20 auch fiir Gruppen
mit polynomialem Wachstum eignet, wenn |G/G’| < oo ist. Satz 19 hingegen
ist etwas allgemeiner. Auch fiir Gruppen mit exponentiellem Wachstum kann
man den Beweis von Satz 20 benutzen, obwohl man auch auf die Bedingung
|G/G'| < oo verzichten kann, wenn man die Resultate benutzt, die am Anfang
des Kapitels erwdhnt wurden. Somit ist Satz 18 eine Folgerung aus Satz 19 und
Satz 20.

Beweis von Satz 19: Nach dem Satz von Gromov ist G eine endliche Er-
weiterung einer nilpotenten Gruppe N, die endlich erzeugt ist, da sie endlichen
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Index in G hat. Wahlt man M = (f,z|n € F) C N1 Z, wobei F ein endli-
ches Erzeugersystem von N sei und Z unendlich-zyklisch, dann zeigt Lemma
20, dass M eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe ist, und Lemma 17, daf}
N in M’ einbettbar ist. Sei E = G/N, dann bettet G nach Lemma 9 in das
standard Kranzprodukt N ! E ein. Auflerdem sei A eine alternierende Gruppe
vom Grad > 5, in die E einbettet. Die Existenz eines solchen A folgt aus der
Tatsache, daB jede endliche Grupppe E in die symmetrische Gruppe Sym(E)
einbettbar ist, und falls das Bild von E nicht in der alternierenden Untergruppe
liegt, so multipliziert man alle ungeraden Bilder mit der Transposition (a,b),
wobei a,b ¢ E. Die so erhaltene Gruppe ist isomorph zu E und gleichzeitig
Untergruppe der alternierenden Gruppe Alt(E U {a, b}).

Jetzt ist K = M A eine endlich erzeugte Gruppe mit M’} A C K',weil
A nicht-abelsch einfach ist, und da N ! E nach Lemma 7 in M’} A einbettet,
bettet G in K’ ein. Mit Lemma 19 findet man eine 2-erzeugte Untergruppe G
von K Z mit endlichem zyklischen Z, in die G eingebettet werden kann. Mit
den Lemmata 4 und 6 folgt w(G) < w(K1Z) < w(K)/Zl < (w(M)A)Zl und
da w(M) polynomial ist, ist auch das Wachstum von G polynomial, was den
Beweis abschlieft.

Beweis von Satz 20: Sei m = |G/G’'| und d die Kardinalitéit einer Erzeu-
germenge von G. Weiter seien Y und Z zyklische Gruppen der Ordnung m
bzw. p?, wobei 2 < p € IN und p € 7, wenn G eine 7-Gruppe ist. Dann ist G
nach Lemma 18 einbettbar in (G1Y)’, was wegen Lemma 19 einbettbar ist in
eine 2-erzeugte Untergruppe G von (G1Y)1Z. Wie im Beweis von Satz 19 folgt
w(G) < w(G)mpd < [e"] wegen der Bemerkung nach Lemma, 6.

Die ersten beiden Zuséitze gelten, da residuell endliche (7-periodische) Gruppen
abgeschlossen unter direkten Produkten und (7-)endlichen Erweiterungen sind,
wobei zu beachten ist, dass m eine m-Zahl ist, wenn G eine 7-Gruppe ist.

Aus (e"")K = eKn® = e(KVom)e | gn® folgt die letzte Behauptung.

Bemerkung: Kiirzlich haben Wilson und Zalleski [44] gezeigt, dass das Kranz-
produkt G ! H einer konjugierten-separierenden Gruppe G mit einer endli-
chen Gruppe H wieder konjugierten-separierend ist. Dabei heiflt eine Grup-
pe G konjugierten-separierend, wenn es zu je zwei nicht konjugierten Ele-
menten a,b € G einen Normalteiler N von endlichem Index in G gibt, so
dass die Bilder von a und b in G/N nicht konjugiert sind. In [44] wird die-
ses Ergebnis benutzt, um zu zeigen, dass die Grigorchuk-Gruppen aus [10, 11]
konjugierten-separierend sind. Ein Blick auf den Beweis von Satz 20 zeigt, dass
G konjugierten-separierend ist, falls G es war.

Zum Abschluf} dieser Arbeit noch eine Frage: Kann man zeigen, daf3 die Gruppe
U =(g,2z|g9 € E) C G!Z mit unendlich-zyklischem Z und G = (E), |E| < 0o
suexponentielles Wachstum hat, wenn w(G) < 2" ist?

Falls ja, so konnte man die Bedingung |G/G’'| < oo in Satz 18 weglassen.
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